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� � 摘 � 要: � 针对网格方法分析波导本征问题时常面临剖分和近似精度低的问题,论文将基于配点原理的径向基函

数无网格方法引入进来.给出径向基函数法求解本征值问题的方法、实施步骤和相应的离散方程形式.以矩形、圆形和

L 形波导的本征分析为例,通过与有限元法比较, 反映该方法具有计算量小和精度高的优势,另外,它实施方便并易于

推广到高维问题中.
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Abstract: � Traditional mesh�based methods in eigen analysis of waveguide meet two big challenger s. One comes from the

mesh generation, which is a big difficulty especially in complex geometry . The other orig inates from the local linear approximation,

whose approximation accuracy is poor. So radial basis function method was introduced in this paper , which is a kind of meshless

methods with collocation type. Ideas on how to solve eigenvalue problems and detailed implementation procedure were presented

w ith corresponding discrete equations. Comparing to finite element method in the analyzing rectangular, round and L�shaped waveg�

uide, the method suggested in this paper can be realized with low computation and high precision. In addition, the radial basis func�
tion method can be implemented more convenient and also can be extended into high dimension problems easily.
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1 � 引言

� � 在电磁工程和微波技术领域中广泛应用各类截面
波导以达到预定目标,其中传播常数和传输模式分析是

重要的研究内容.通常,对矩形、圆形、椭圆形波导,可通

过分离变量法、模态分析法[ 1]以及多极理论等给出解析

或半解析解;而对复杂截面波导,像脊形、L 形、三角形

等,则主要借助于数值近似方法,如: 有限元法[ 2]、有限

差分法、边界积分方程法[ 3]等, 它们在求解中需要网格

剖分和局部线性近似,因而也称为网格法. 网格法在处

理复杂结构或不连续边界时,其剖分难度较大,甚至需

要多次剖分;另外,线性近似精度较低,尤其在高次模时

计算精度较差,为提高精度必然增加网格数并导致计算

量的剧增.

目前,无网格法已引起巨大关注并在计算力学领域

取得了极大的成功. 在电磁场的数值计算中,无单元

Galerkin 法[ 4, 5] ( Element Free Galerkin, EFG)和径向基函数

法[ 6, 7] (Radial Basis Function, RBF)已成功应用于静态场

和涡流场的计算,它们在求解中部分或彻底摆脱了网格

限制,较好解决了网格法中结构剖分和近似精度低的问

题.现已有学者将 EFG
[ 8]
应用于波导本征问题的计算,

本文则尝试用 RBF 方法分析波导本征问题. RBF始于

曲面和散布数据的插值, 后来 Kansa [ 9]将其应用于微分

方程领域,现已发展成为求解数学物理方程的重要方

法,它是一类以 RBF作为插值函数的配点型无网格法.

论文首先阐述了函数近似的 RBF 配点原理,给出

了 RBF求解本征值问题的方法, 建立了相应的离散方

程.随后,具体以矩形、圆形和 L形波导的本征问题分析

为例,将 RBF和有限元方法进行对比,反映了该方法的

计算特点和性能优势.

2 � RBF求解波导本征问题的原理

2�1 � 波导的本征模型
现以轴线沿 z 方向的均匀金属波导为例,由电磁场

理论知:波导内电磁场量所满足的控制方程和边界条件

如下:
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� � 控制方程: Lu+ k2
tu= 0 ( 1)

边界条件: LBu= 0 ( 2)

其中: u 为电磁场量, kt 是截止波数, L =  2
t 是横向拉

氏算子, 在直角坐标系下 L =
!2

!x 2 +
!2

!y2 , 极坐标下

L=
1
�
!
!� � !!� +

1

�2

! 2

!�2, LB 为边界算子. 当传输 TM

波时, u = Ez , LB 指第一类边界: Ez ! = 0; TE 波时,

u= Hz , LB 指第二类边界:
!Hz

!n ! 
= 0.

2�2 � 函数的 RBF近似原理

径向基函数定义为距离的函数,即: ! ( x) = ∀( �x

�) , ,式中� �为 n 维空间的欧氏范数, 因而它对空

间维数不敏感. 常见函数如: 高斯函数、多二次函数

(Mult i�quadric,简称MQ)和薄板样条函数,其中MQ函数

由于逼近精度高和收敛快而得以广泛选用[ 10] .下面以

平面  上定义的连续可微函数 u ( x )的逼近为例阐述

RBF配点原理.

设 u( x )可由 RBF的线性组合近似表示,即:

u( x) ! uh( x )= ∀
N

i= 1

ai∀i ( x) = !T( x ) [ a] ( 3)

式中 ∀i( x )是第 i 个径向基函数.式( 3)的权系数( a )由

下面的配点方程确定:

∀
N

i= 1

ai∀i ( xj ) ( 4)

式中 xj 表示配点位置,对应矩阵为: [ B] [ a] = [ u] ,其

Bij= ∀j ( xi ) ,因而系数 [ a] = [ B] - 1[ u] ,代入式( 3)得 u

( x )近似形式:

uh( x ) = !T( x ) [ B]- 1[ u] ( 5)

当径向基函数取MQ时, 在直角坐标系下, x= ( x ,

y) , ∀i( x ) = ( x- cix )
2+ ( y- ciy )

2+ #2
i , 式中( cix , ciy )

为基函数中心, #i 为形状参数;在极坐标下, x= ( �, �) ,

∀i ( x ) = �2+ �2
ic+ 2��iccos( �- �ic )+ #2

i , ( �ic, �ic)为基

函数中心.

2�3 � RBF求解本征值的方法
RBF求解本征问题的基本思想就是:将本征模型中

的待求函数 u 用 RBF 近似表示,通过配点原理转化为

关联 RBF的代数方程和相应矩阵形式,同时原模型中

的截止波数和传输模式就对应为矩阵的特征值和特征

向量.下面详细给出该方法的实施方案和步骤:

(1)布点和配点设置:布点是指设置基函数中心并

确定形状参数的过程;配点指设定配置法中用于确定系

数的点的位置.为反映控制方程和边界方程的作用,需

同时在域内和边界上配点,此处不妨将布点和配点重合

且点数为 N(其中域内设置 NI 点,边界上设置 NB 点) .

( 2)RBF分析本征问题的过程[ 11]包括如下三步:

#根据 RBF配点原理,将函数 u 由 RBF近似表示,

由配点条件(式 4)和边界条件(式 2)可得方程:

∀
N

i= 1

ai∀i ( xj ) = uI( x j ) , � (j = 1, 2, ∃, NI )

∀
N

i= 1

aiLB∀i ( xj ) = 0, ( j = NI + 1, ∃, NI+ NB )

( 6)

令: [ A ] =

�∀i ( xj ) %N
I
& N

LB∀i( xN
I
+ j) N

B
& N

, 式 ( 6 ) 可表示为:

[ A] [ a] = [ u] ,因此,系数:

#= [ a] = [ A] - 1 uI

0
( 7)

∋由本征模型的控制方程可得:

∀
N

i= 1

aiL ∀i( xj )= - k2
tu

I ( xj ) ( 8)

其中 ( j = 1, ∃, N I ) , 有 L
I# = - k

2
tu

I
, L

I
=

L ∀i ( xj ) N
I
& N,表示作用在基函数 ∀i ( x )的拉氏算子,

具体形式见附录.结合式( 7) ,有:

LI#= LI [ A] - 1 uI

0
= - k2

tu
I ( 9)

令: L∀= L
I
[ A]

- 1
IN

I
& N

I

0N
B
& N

I

,则有:

L∀u
I= - k2

tu
I ( 10)

(经上述推导,形成与 k2
t 对应的代数方程( 10) ,显

然是矩阵[ - L∀]N
I
& N

I
的特征值, 而且特征值个数为 N I ;

另外,与矩阵 [ - L∀] N
I
& N

I
对应的特征向量对应为域内

的待求函数 uI .

( 3)通过数值方法求得矩阵[ - L∀] N
I
& N

I
的特征值和

特征向量后,本征模型中截止波数可直接对特征值开方

求得;而传输模式 u 的域内数值即为对应特征向量,边

界上取值则由边界条件确定,对 TM 波, 其边界上有 Ez

= 0,而对TE波,要求边界上 H z同域内保持连续.

3 � 数值算例

� � 本节应用 RBF方法求解本征值问题, 为考察该方

法的效果,主要选用矩形、圆形和 L形金属波导,前二者

解析解可通过分离变量法给出. 重点将 RBF法和有限

元法( Finite Element Method, FEM)进行比较, FEM具体是

通过Matlab的 PDE Toolbox 实现.

3�1 � 矩形波导
考虑边长 a= 2cm和 b= 1cm 的矩形金属波导, 截

面上取直角坐标系,计算截止波数和传输模式.当传输

TM 波时,本征模型如下:
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! 2Ez

!x 2 +
!2Ez

!y2 + k2
tEz= 0

Ez= 0

, ( x , y ) )  

, ( x , y ) ) ! 
( 11)

其截止波数为: kt =
m∃
a

2

+
n∃
b

2

, m, n 是非零的

正整数; Ez= �E 0sin
m∃
a

x sin
n∃
b
y .而当传输 TE波时,

本征模型为:

!2
Hz

!x2 +
!2

H z

!y2 + k
2
tH z= 0

!Hz

!n = 0

, ( x , y ) )  

, ( x , y ) ) ! 
( 12)

k t 计算同上, 但 m, n 是不同时为零的正整数, H z =

�H 0cos
m∃
a

x cos
n∃
b
y .下面分别用 RBF法和 FEM 进行

求解.

仿真 1:考察当配点数( RBF)或网格数 (FEM) 较少

时的计算精度.取配点和网格结构如图 1, RBF 的域内

和边界节点数分别为 11 和 12, 形状参数取 #= 1�0
(TM) / 2�5(TE) ;FEM 中的节点数为 23, 单元数为 32.两

种方法计算的截止波数 kt 如表 1.

表 1 � 截止波数对照表(RBF和 FEM)

模式 准确值 RBF 解 FEM 解 RBF误差 FEM误差

TM11 3. 5124 3. 5054 3. 7440 0. 2002% 6. 5934%

TM21 4. 4429 4. 4501 4. 8405 0. 1618% 8. 9504%

TM31 5. 6636 5. 6029 6. 5122 1. 0713% 14. 9845%

TM12 6. 4766 6. 0349 9. 7980 6. 8187% 51. 2834%

TE10 1. 5708 1. 5757 1. 5977 0. 3114% 1. 7136%

TE01 3. 1416 3. 1277 3. 3545 0. 4429% 6. 7782%

TE11 3. 5124 3. 3537 3. 7440 4. 5190% 6. 5934%

� � 仿真 2:取节点间距 h= 0. 125 且均匀分布在截面

区域[ 0, 2] & [ 0, 1]上.在 RBF 中,域内和边界节点数各

为 105和 48,形状参数取 #= 0�25(TM) /0�625(TE) ; 而

在 FEM 中,与 h= 0�125对应的节点数为 153,单元数为

256.在以上参数下,两种方法计算的截止波数 k t 的误

差分布如图 2~ 3;另外,通过对特征向量和的边界处理
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给出了TM21和 TE11的场型如图 4.

以上结果说明:在相同节点数下, RBF 较 FEM 有更

高的精度.现不断对 h= 0�125下的有限元网格加密,计

算求得的 kt 误差逐渐变小,在TM波中,当节点数加密至

2145时(对应单元数为 4096) ,FEM 达到与 RBF相当的精

度;而在TE波中,为达同样精度,其 FEM 节点数需 1073

(对应单元数为 2048) ,具体误差对比情况如图 2~ 3.

性能评价:仿真 1 说明在较少的节点数下, RBF法

也能较好求得低次模的参数, 表 1 数据反映在 TM 波

中,RBF较FEM 的精度约高 10倍;在TE波中,精度亦具

有明显优势. 仿真 2 从整体反映 RBF 法的计算优势,

RBF在 153个节点时,对TM 和TE波的最大误差分别为

1�5873%和 3�0844% ; 而此时 FEM 误差为 21�7744%和

16�1704% ;直至加密至 2145 (TM )和 1073 (TE)节点后,

FEM 误差才改进到 1�9311%和 2�6756% ,达到与 RBF相

当的精度.

3�2 � 圆形波导
考虑半径 r 0= 1cm的圆形金属波导,截面上取极坐

标系.当传输TM 波时,本征模型为:

! 2Ez

!�2 +
1
�
!Ez

!�+
1

�2

!2Ez

!�2 + k2
tEz = 0,

Ez= 0,

�< r0

�= r0

( 13)

其截止波数为: k t =
x ( m)

n

r0
, x

(m)
n 为第m 阶贝塞尔函数

Jm( x)的第 n 个零点位置, ( m= 0, 1, ∃; n= 1, 2, ∃) ; Ez

= �E 0Jm ( k tr 0)
cos( m �)

sin( m �)
.而当传输 TE波时,本征模型

为:

!2H z

!�2 +
1
�
!Hz

!�+
1

�2

!2H z

!�2 + k2
tHz= 0,

!Hz

!n =
!Hz

!�= 0,

�< r0 ,

�= r0

( 14)

其截止波数为: k t=
x (m)

n

r 0

, x (m)
n 为第m 阶贝塞尔函数导

数J∗m ( x ) 的第 n 个零点位置, m, n 取值同上, H z =

�H 0Jm( k tr0)

 
cos( m �)

sin( m �)
.

参数设置:在截

面上设置如图5的节

点, 在 RBF 中, 对应

域内和边界节点数

分别为 225和 64, 取

形状参数 #= 0�25
(TM) / 0�625 (TE) ; 对

应 FEM 的节点数为

289,单元数为 512.

在以上参数下,用 RBF和 FEM计算截止波数,考虑

到圆形波导中存在简并, 所以对参数进行了去简并处

理,随后给出前 40 个截止波数的误差分布如图6.显然,

RBF法较 FEM有更高的精度,在TM 波时二者最大误差

分别为 0�6846%和 7�0798% ; 而在 TE 波时则分别为

1�8684%和 5�0563% .

接着通过对现有网格进行疏密化处理,分别得到节

点数为 81、1089和 4225 以及单元数为 128、2048 和 8192

的 FEM 网格,经求解,给出的TM 和TE波的计算结果如

图 7~ 8.

从以上比较可看出: RBF在 289节点分布下计算的

精度就达到 FEM 在 4225节点下的计算效果.另外, FEM

在波导分析中存在伪解现象, 从而增加去简并的难度,

而在 RBF求解中则未出现.

3�3 � L形波导
考虑 L形波导, 截面结构如图 9,对其分别用 RBF
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和有限元方法求解,并取有限元方法中节点数为 8353,

单元数为 16384的解为参考解,考察 RBF方法的计算效

果.

参数设置:截面上 RBF的域内和边界节点数为 385

和 96,取形状参数#= 0�10GM/TE; 取 FEM 在四种不同

网格数下解进行比较,其节点数分别为 149、553、2129和

8353,对应单元数为 256、1024、4096 和 16384.

在以上参数下, RBF和 FEM 解如图 10~ 11, 可见,

RBF在 481 节点数时, 达到 FEM 在 8353 节点下的计算

效果,而且通过前 70个本征值的对比分析, RBF 最大相

对误差为 1�0369% (TM)和 3�9222% (TE) .

3�4 � 小结
通过矩形、圆形和 L形波导本征分析可见: ( 1)在某

特定配点或剖分网格下, RBF 和 FEM 的计算精度随传

输模次的增加而误差渐大. 其中 FEM 精度变化非常明

显,而 RBF则在较大范围内保持较高的精度,这反映该

方法在高次模分析中具有优势.另外,在低次模分析中,

RBF仅需较少的节点数即能获得较高精度, 而 FEM 的

误差则较大; ( 2) 在同一波导和节点分布下, RBF分析

TM 波时的精度较TE波高,这主要源于配点方法对导数

边界处理的缺陷; ( 3)在传输模式分析中,由于 RBF 法

求得的特征值和特征向量更接近理论解,因而给出的场

型图更准确.

4 � 结论

� � 论文将配点型径向基函数无网格方法应用到波导

的本征问题分析中: ( 1) 给出无网格法法求解本征值问

题的方法,包括 RBF法的近似原理、实施步骤和相应的

离散方程形式; ( 2)数值实例表明: RBF法在矩形和圆形

波导本征问题分析中是可行的和有效的,而且它能够在

较少的节点数下获得较高的计算精度; ( 3 ) 同 FEM 相

比, RBF精度优势明显且无伪解现象, 常达到数倍节点

下的 FEM 计算性能.另外, FEM 在高次模时, 计算精度

明显变差,而 RBF仍能保持较高的精度; ( 4) RBF法是配

点方法,因而实施过程简单,无需复杂的网格剖分,而径

向基函数对空间维数不敏感, 故可方便应用于三维 (如

谐振腔)问题的分析.

附录

� � 径向基函数及其导数在不同坐标下的形式.

直角坐标系:

∀i ( x , y ) = ( x- cix )
2+ ( y- ciy )

2+ #2
i

! ∀i( x, y)

!x =
x- cix

( x- cix )
2
+ ( y- ciy )

2
+ #2

i

!2 ∀i ( x , y )

!x 2 =
( y- ciy )

2+ #2
i

[ ( x- cix )
2+ ( y- ciy)

2+ #2
i ]

1�5

L∀i ( x , y ) =
( x- cix )

2
+ ( y- ciy )

2
+ 2#2

i

[ ( x- cix )
2+ ( y- ciy )

2+ #2
i ]

1�5

极坐标系:

∀i ( �, �) = �2+ �2
ic+ 2��iccos %�+ #2

i , %�= �- �ic

! ∀i ( �, �)
!� =

�+ �ic cos %�

�2+ �2
ic+ 2��iccos %�+ #2

i
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! ∀i ( �, �)
!� =

- ��icsin %�

�2+ �2
ic+ 2��ic cos %�+ #2

i

! 2∀i( �, �)
!�2 =

�2
icsin

2 %�+ #2
i

[ �2+ �2
ic+ 2��ic cos %�+ #2

i ]
1�5

! 2∀i( �, �)
!�2

=
- ��ic[ ��ic+ cos %�( �2+ �2

ic + ��iccos %�+ #2
i ) ]

[ �2+ �2
ic+ 2��iccos %�+ #2

i]
1�5

L∀i( �, �) =
�2+ �2

ic+ 2��ic cos %�+ 2#2
i

[ �2+ �2
ic + 2��ic cos %�+ #2

i ]
1�5
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